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RESUMO 
0 objetivo deste estudo foi o de relacionar a seqüência de Fibonacci, secção 
áurea e temos pitagóricos e suas relações existentes. Apresentam-se conceitos, propriedades 
e demonstrações de teoremas, ilustrados com figuras e desenhos geométricos. 0 trabalho 
virá a colaborar com o aprendizado dos alunos do 1", 2" e 32 graus para melhor 
 compreensão  
destas relações 
1 INTRODUÇÃO 
Este trabalho visa reunir informações sobre alguns padrões existentes entre 
a seqüência de Fibonacci dada por 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...., secção áurea,  divisão de um 
segmento de reta em extrema e média razão e os ternos pitag6ricos, medida dos catetos 
e hipotenusa num triângulo retângulo, representados geométrica ou algebricamente em 
obras conhecidas. 
Não é de interesse do autor, apresentar o assunto exaustivamente, mas sim, 
mostrar a beleza da matemática ligada a arte e a natureza. 
Veremos nas páginas a seguir, além de um pouco da história, conceitos, 
definições e propriedades, que através dos tempos Deus e o Homem, conscientemente 
ou não, criaram e construíram obras as quais seguem determinados padrões. Alguns 
desses feitos inconscientes, eram para eles de forma e estética tão perfeitas, que suas 
mentes privilegiadas não poderiam desprezá-los. 
Este estudo propõe dar inicio a construção de um corpo de informações 
sobre este assunto, visando facilitar a consulta por parte das pessoas que se 
interessarem por padrões entre estes temas. 
7 
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2 SEQUÊNCIA DE FIBONACCI 
2.1 Histórico 
Incipit primum  cap itulum 
Nouetn figure indorum he sunt 
9 8 7 6 5 4 3 2 1 
Cym his itaque nouem figuris, et cum hoc signo 0, quod arabice zeph rum 
appelatur, scribitur quilibet numerus, ut inferius demonstratur.. 
(Estes são os nove algarismos indianos 
9 8 7 6 5 4 3 2 1 
Corn esses nove algarismos, e com o sinal 0, que os árabes chamam de zephirum, 
pode-se escrever qualquer número, como se  demonstrará a seguir.) 
FIGURA I - Sentença de abertura do Liber Abaci 
Na segunda metade do século XII e a primeira metade do século XIII, o ocidente 
europeu conheceu uma grande prosperidade. Novos campos são arados,  pântanos são 
drenados, florestas derrubadas, a fome recua; a população, mais bem alimentada, se 
multiplica e a teia social se torna cada vez mais complexa. Cidades livres, feiras, comercio 
mais intenso, com conseqüente expansão do uso da moeda, modificam o mundo feudal até 
então letárgico e imóvel. 
As cidades italianas, grandes beneficiarias das cruzadas, mantinham frotas 
orgulhosas que patrulham o Mediterrâneo e o cruzam em comércio intenso e lucrativo. 
Era época da construção de Chartres, a rainha das catedrais  góticas, o epitome em 
pedra e luz de toda uma fé. A fermentação  cultural se avoluma, mais e mais universidades são 
instituidas. Os grandes doutores da Igreja, Alberto Magno, Tomas de Aquino, discutem 
sugestões de fé, e o segundo, na Suma Theologica, sistematiza a religião católica, a partir da 
filosofia de Aristóteles. 
Também a época em que Rogério Bacon defende a ciência experimental e em que 
a utilização da Matemática unida a experimentação começa 
 a interessar os sábios. 
Na literatura a vitalidade medieval também explode exuberante. A alvorada 
começa com as Minnesang, poemas-canções  germânicos, se toma mais radiante com a obra 
prima épica Pursifal, de Wolfgang von Eschenbach, com os "fabliaux", retratos satíricos da 
sociedade (Le roman de Renard), e com o surpreendente Roman de la Rose, superação da 
poesia cortesã. 0 fecho desta fase gloriosa da literatura ocidental é certamente, a Divina 
Comedia de Dante, concluída em 1321, _id no terrível século X11/, em que a cristandade 
ocidental foi assolada por pragas, guerras, fome,  distúrbios e desgraças. 
FIGURA  2- Leonardo de Pisa 
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No período esboçado acima, nasceu Leonardo Fibonacci (1170, 1240 ?), também 
conhecido como Leonardo Pisan° ou Leonardo de Pisa. Seu pai foi importante  funcionário de 
Pisa e representou, durante algum tempo, os interesses comerciais de sua cidade em Bugia, 
na atual Argélia, norte da Africa. Devido as viagens do pai, Leonardo percon-eu todo o 
Mediterrâneo, visitando a Espanha muçulmana, a Sicilia, o Levante, conhecendo nestes 
lugares diversas culturas, familiarizando-se com a Matemática árabe, que era então mais 
desenvolvida do que a Matemática da Europa Ocidental. 
Leonardo se identificava como descendente de Bonacci, provavelmente um 
antepassado não muito distante. Este costume de referir-se a antepassados mais ou menos 
ilustres era comum na Italia de então. 0 uso do cognome Fibonacci para Leonardo é recente e 
deve-se provavelmente ao historiador  matemático Guillaume Libri, em 1838. 
Fibonacci escreveu vários livros: Liber Abaci (1202,1228), Practica Geometriae 
(1223), Fios (1225), Epistola ad Magistrum Theodorum (7?), Liber Quadratorwn (1225), Di 
Minor Guisa, hoje perdido, e talvez um livreto sobre o Livro X dos Elementos de Euclides. 
Leonardo impressionou-se muito com os algarismos  indo-arábicos, achando-os 
superiores aos métodos então usados na Europa para registrar os números e operar com eles. 
Foi um dos responsáveis pela divulgação do sistema de numeração decimal na Europa, por 
meio de seu Liber Abaci. Neste livro, Fibonacci apresentou um tratamento satisfatório da 
Aritmética e da Algebra Elementar. 
0 livro tem 15 capítulos que explicam a leitura e escrita dos numerais, os 
métodos de cálculo com inteiros e frações; o calculo de raizes quadradas e cúbicas e 
resolução de equações lineares e quadráticas, tanto pelo método da falsa posição como por 
processos algébricos. 
A palavra Abaci usada no titulo da obra tem um sentido mais geral, de 
Matemática e de calculo, ou de Matemática Aplicada, e não o de método de contagem usando 
1 1 
ábacos. Por exemplo, os matemáticos toscanos posteriores a Leonardo são chamados maestri 
d'abaci. 
Durante mais de três séculos o Liber Abaci foi usado para ensinar 
 Matemática e 
cálculos aritméticos. Mas a justa fama de Leonardo não repousa somente sobre o livra 
Assim, em 1494, Luca Pacioli, em seu Suma, elogiou o trabalho de Fibonacci e copiou longas 
passagens e problemas do Liber Quadratorum, a obra mais avançada de Fibonacci, e que trata 
da Teoria dos Números. 
No Liber Abaci, ao lado das preocupações com métodos de calculo, encontramos 
raciocínios sobre a validade dos processos e procedimentos apresentados. Embora o objetivo 
de Leonardo fosse disseminar métodos matemáticos práticos, para o dia-a-dia, ele nunca 
deixou de ser um matemático, conhecedor da herança grega e árabe, portanto consciente de 
que a Matemática não é uma coleção de receitas e procedimentos. 
Os leitores modernos não acham Liber Abaci interessante. Após uma 
apresentação inicial dos processos aritméticos, incluindo a extração de raizes quadradas, ele 
enfatiza problemas de 
 transações comerciais, um dos assuntos mais tratados na 
 época, devido 
as necessidades decorrentes do surto comercial, dedicando-se particularmente a problemas de 
conversão entre as inúmeras moedas  então existente& 
Talvez pelo fato de não ter sido muito apreciado nas escolas,  não hi tradução do 
Liber Abaci para o Inglês, nem mesmo uma versão latina facilmente encontravel, (EVES, 
1995) 
Apesar do Liber Abaci, na maioria de seus problemas tratar de Aritmética usando 
os algarismos indo-arábicos ou de Matemática Comercial, eitcontramos problemas 
interessantíssimos como um relacionado com a maneira  egípcia de lidar com frações. 
Entretanto, quando falamos de Liber Abaci, cita-se o problema dos coelhos: 
"Um casal de coelhos torna-se produtivo após dois meses de vida e, a partir de então, produz 
um novo casal a cada nit. Começando com um  único casal de coelhos recém-nascidos, 
quantos casais  existirão ao final de um ano?" 
12 
Este problema deu origem a chamada sucessão de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...., formada 
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GRÁFICO 1 - Sequência de 10 meses 
2.2 Propriedades 
Os números de Fibonacci apresentam uma série enorme de propriedades. Entre 
elas, temos: 
	
1) (i) + f2 +...+f,, = f„.2 — 1 	 V n > 1 
V n>1 
	
(iii) + f3 +...+f, = f2„ 	 V n>1 
Vamos demonstrar apenas (i), por indução, pois (ii) e (iii) são demonstrações simples que 
seguem o mesmo raciocínio, podendo ser provadas, também, por indução. 
Dem de (i). (por indução) 
para n =1, f, =Ç — 1 (verdadeira) 
Vamos supor r 1 e ti + f2 +...+f,. = 
para n= r+1 	 + 	 + fr+i = fr+2 1+ fr+i = fr+3 — 1 
13 
2) f; + f; +...+f„2 = f„f„ +1 	 V n?_1 
Dem: (por indução) 
para n =1, fi2 fl • f2 (verdadeira) 
Vamos supor r 1 e f; + 	 = frf,i 
para n = r +1 
	 fi2 f22 ÷fr2 fr2+ 	 fr fr 41 fr2+ = (f; fr+i) = fr4ifr +2 
3) 0 quadrado de um número de Fibonacci e o produto do número que o precede e o que se 
segue a ele na série diferem pela unidade: f;,2,1 = fin+2 (—iT, V  n>  1. 
Dem. 
p/ n =1 	 g = f, • f3 + (-1) 
p/ n = r 
	 = f - Ç-2 (-1)r 	 (hip. Indução) 
p/ n = r  +1 
f2+2 = Ç.2 .Ç2  =(f+1 + fr ) • fr+2 = Ç1 r  +f  fr+2 = Ç1 r+2 + (fr+2 fr+1) fr+2 
fr+1 fr+2 fr2+2 fr+1 fr+2fr+1 fr-12 + fi+2 fr+1 (fr+1 + ) 
1.1+2 = fr 	 + f,+2 f+1 fr+1 fr 	 (-0 
usando a hip. Indução em (I), teremos: 
f.+2 fri- 	 -(f, fr+2 + HY) — fr+1 - r i 
fr2+2 fr+1 fr+2 + fr2+2 fr fr+2 ( — Dr — fed fr 
14 
como, — (-1)r = (-1)" I , temos: 
	
fr242 = frri fr+2 + fr2.2 - fr - f„2 + (- 1)+1 - fr+I fr = (fr+2 fr) (fr+2 fr 	 (-1Y+1 
f,2+2 = 
4) fn+ ,„ = 	 - frn + fn • f„, 1 	 Vn>1 (f1 =f2 =1) 
Dent.  (por indução sobre m) 
m=1 	 fan = 	 + fn - f2 = 	 fn (verdadeira) 
m = 2 	 fo+2 = 	 f, + fn - f3 = fn. 	 fil(f.-1 f.) -+ f„ = + 	 (verdadeira) 
Seja r > 2 e vamos supor que a propriedade é válida para todo k, com 2 lc r , e pare todo 
n> 1.Supondo isto e mais o fato de que esta propriedade vale  também para At =1, temos: 
Ç+(r -2) 	 fr-2 ) ii 	 r-I 
e 
fn+(r-I) 	 ± 	 - 	 ) 
Somando membro a membro ( I ) e ( ), obtemos: 
fn+(r-I) 	 (fn-I fr-2 	 fn-I 	 )+(fn -f,..,+fn •fr ) 
pela formula recursiva de ( ) teremos: 
fnr = 	 fr fafr+1 
ou seja, é valido também para r, sempre que n >1. 0 segundo principio de indução nos leva a 
concluir que vale para todo in len>L 
5) A diferença dos quadrados de dois números de Fibonacci cujas subscrições diferem por 
duas unidades é um número de Fibonacci também: f,2„4. 1 — f„2 = Ç, V n >1. 
Dem. 
Vamos utilizar a propriedade 4) para demonstrarmos esta propriedade: 
primeiramente faremos m= n, então teremos na propriedade 4), 
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fa, = fo-i• f. 	 - fll+1= fn(f.-1 1- fn,i) (I)  
mas, pela fórmula recursiva de (f„) teremos: 
= fo-1±  f 	 f  = fivri 
Assim, podemos substituir em ( I ) e teremos, 
cO = 	 ( . 44 f.-1) 
logo, 
fa, = fr,,A 
6) Se d é o máximo divisor comum de m e n, então fd é o máximo divisor comum de f„, e 1,„ 
V 	 1, V n a. 1. 
Ex: 0 MDC de 1-14 = 377 e fn = 10946 é f7 = 13, pois 377 = 13-29 e 10946 = 13.942. 
7) Se r é um inteiro qualquer, f„ é fator de f,„, V n 1. 
Ex: II I = 89 é um fator de f22 = 17711= 89-199 e de f33 = 3524578 89-3962 
Corolário  I: Se min então ffijf„ 	 (fi =f2 = 1) 
Dem. 
Por hipótese temos, que 
 mm,  assim podemos dizer que n = r com r eN. Diante disto 
faremos indução sobre r. 
para r =1, n = m logo, f„, 
 I ffi (verdadeira) 
Seja r 1 e vamos admitir que f„, 
 I  
Assim, usando a propriedade 4) teremos: 
como, 
16 
f„,jf 	 fm e Ç I 	 - fru então fm 
 I  
Corolário 
 2: Se cc  e in # 2 então  mm n (fi = f2 = 	 (reciproca do Corolário 1) 
Dem. 
  
    
Por hipótese temos, que f„,jf„, assim podemos dizer que mdc(f„,fm )= f„,; porém da 
propriedade 6) temos: mdc(f„fm ) = f, onde d = mdc(m,n) . Logo, podemos afirmar que 
fa 
Mas, se in> 2, então fra 2, dai fd 2, portanto também teremos d> 




Assim, para todo m # 2 temos d = m, logo, min . 
8) Semennãotemfatorcomum,fmn é divisivel por f„, f„ , V m > 1, b n?..1 . 
f28 = 317811 = 39 -8149 = 
	 f7 -8149 
3 SECÇÃO  ÁUREA  
3.1 Breve Histórico 
Quando o Comentador grego Proclus disse que Eudóxio (ca. 370 a.C.) continuou 
as pesquisas sobre a secção  começada por Platão, estava se referindo ao que se tornou a 
segunda razão mais conhecida entre os matemáticos ( ir, ocupa um incontestável  primeiro 
lugar). 
A Secção Áurea  (razão, média), como veio a ser conhecida, foi assim estudada 
pelos gregos antes do tempo de Euclides. 
Euclides descreveu esta secção em sua  Proposição VI, 30: "dividir um segmento 
de reta em extrema e média razão".  
Diz-se que um ponto B divide o segmento AC em média e extrema razão se a 
razão entre o menor e o maior dos segmentos é igual a razão entre o maior e o segmento todo, 
AB BC 
ou seja, —Bc = —Ac . 
a 
A B 	 C 
a 
escrevendo esta relação, teremos: 	 — 	  com a <b e fazendo — = x b a + b 	 a  
1 	 b 	 1 	 x 	 (a +b) 	 a 	 a 	 1 






b a(a +b) b (a + b) 	 b 
•JC
2 -
-X - 1=- O 
ou, aplicando Baskara, teremos. x — 






A razão —b ' 
chamada por alguns autores de razão  áurea é portanto igual â. 0,618... 
Euclides, é óbvio, não trabalhou com o número ou com a algebra apresentada 
acima. Ele fez unia construção geométrica que determinou o ponto em que o segmento era 
, cortado (seccionado) na  razão desejada. 
A Proposição 11,11, de Euclides, resolve um problema equivalente com uma 
solução mais fácil: "dividir um dado segmento de maneira que o retângulo contido pelo 
segmento e uma das partes seja igual ao quadrado da parte restante." 
A construção é realizada do seguinte modo: Seja ABCD um quadrado em que AB 
é o segmento dado. 
Localiza-se o ponto E, que é médio de AC. Depois com centro em E e raio EB, 
determina-se F, intersecção corn o prolongamento de AC. Com AF, completa-se o quadrado e 
teremos H, que é o ponto desejado. 
0 seccionamento de um segmento de reta em médiaz.e extrema razão se encontra 
no pentágono regular, o símbolo da saúde e a insignia qud identificava os pitagóricos. Cada 
um dos cinco segmentos divide outros em média e extrema razão. 
A razão áurea pode ter sido conhecida mesmo antes da época dos gregos. 
historiador grego Her6doto relata que os sacerdotes  egípcios lhe haviam dito que as 
dimensões da pirâmide de Giseh haviam sido escolhidas de maneira que a area de um 
quadrado cujo lado é a altura da grande  pirâmide fosse igual a area da face triangular. Uma 
algebra bastante simples pode ser usada para mostrar que a razão entre a altura de uma face 
19 
triangular e a metade do comprimento da base é 0. (EVES, 1992) (Medições reais da 





 b -2h h . 2 b12 
1=H 
assim, teremos: 
h 	 21 2 2 4 12 
% b bb2 
 
Porém, quem é F??  
Aplicando Pitágoras teremos: 
2 	 , 
	
(by 	 41 4 b2 +412 
+12 	 b2 	 4 1614 =
b 4 +4b 2 12 
b 4 + 4 12 1/ 2 —1614 = 0, fazendo y = b 2 , obteremos: 
y2 + 4/ 2 y —16/ 4 =0 
_4l2 
 ±J1ó14 +64l 	 _412 ±1 2 V 	 / 2 (-4 ± -43)  
2 	 2 	 2 
agora, aplicando em (/) teremos: 
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4/2 	 2 	 8 
= 4/ 2 . 
	
8 	 (4 — 4,5) 1- 15 
(4 + 415) (4 — 4,5) — 2 
	
8 	 (-4-4,5) 1+ I.% 
	
(-4 + 	 4/5-) (-4 — 415) 	 2 
 
Propriedades estéticas e artísticas  dessa razão são mostradas no "retângulo 
dureo". Este retângulo tem os lados na razão de 1 para 0 ou 0 para 1. 
Trabalhos famosos de arquitetura e arte, tais como o Partenon grego e alguns 
quadros de Leonardo da Vinci, parecem ter sido emoldurados num retângulo áureo, ainda que 
isso não prove que o criador tivesse essa razão especifica em mente desde o inicio. 
Uma das propriedades importantes da secção é que, por assim dizer, ela se auto-
propaga. Se o ponto P1 divide um segmento RS (FIGURA 3) em média e extrema razão, 
sendo RP2 o segmento maior e se sobre esse segmento maior marcamos o ponto P2 tal que 
RP2=P 2S, então o segmento R.P 2 por sua vez ficará subdividido em média e extrema razão 
pelo ponto P2. Novamente, se marcarmos em RP2 o ponto P3 tal que RP3=P2P2 , o segmento 
RP2 ficará subdividido em média e extrema razão por P3. Esse processo iterativo, é claro, 
pode ser repetido tantas vezes quanto se queira, obtendo-se segmentos RP, cada vez menores 
divididos em média e extrema razão por P,1 . 
I 	 I 	 I 	 I 	 I 
R 	 P3 P2 	 P I 	 S 
FIGURA  3- Segmento dividido em média e extrema raztio 
Se os pitagõricos observaram ou não esse processo sem fim, ou dele tiraram 
conclusões significativas isto não se sabe. 
Mesmo a questão mais fundamental de saber se os pitagáricos de cerca de 500 
a.C. sabiam dividir um segmento em média e extrema razão não se pode afirmar com 
segurança, embora fosse muito provável que sim. 
3.2 Retângulo  áureo  
Chamamos de retângulo áureo, todo retângulo ABCD, que goza da seguinte 
propriedade: se suprimirmos um quadrado dele ABFE, o retângulo restante EFCD é 
semelhante ao retângulo original. (FIGURA 4) 
a C 
a 
A 	 E 
FIGURA  4 - Retângulo  áureo  
Se tomarmos as medidas a+b e a como sendo os comprimentos dos lados do retângulo  




a 	 b 	 a—b 
Desta relação, decorre por uma propriedade de proporção, que: 	 — — 	 , ou 
a+b a (a+b)—a 
. b a—b 
seja, 	 — 	  
a 




2h - a 
22 
a - b 
FIGURA 5- 
 Retângulo áureo 
 
Se o retângulo a+beae  áureo, então 
 os retângulos de lados b e a, a—b eb,2b—a e a—b 
e assim por diante, também o são. 
Assim, dados dois números a e b, inteiros e positivos, satisfazendo a relação (1), podemos 
formar a seguinte sequência a +b, a,b, a2 , a3 ,..., onde a2 = a— b,a,= b — a2 = 2b — a , e 
em geral, an 
 an-2 —  
Esta, nada mais é do que a seqüência, 
a +b,a,b,a— b,2b — a,2a-3b,5b-3a,5a— 8b,13b — 8a,... (2) 
A análise anterior, nos mostra que quaisquer dois termos consecutivos da 
seqüência acima são os lados de um retângulo 
 áureo. Assim, podemos concluir que o 
processo de retirar quadrados de retângulos 
 áureos, induz a uma seqüência infinita de 
retângulos áureos cada vez menores e tendendo a zero. 
0 retângulo áureo está intimamente ligado com a divisão áurea de um segmento, 
ou seja, se tomarmos um ponto B num segmento AC, este ponto divide este segmento em 
média e extrema razão se 
AB BC 
BC =  24C 
	 (3) 
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Percebe-se que a relação (1) e a relação (3) são a mesma e se tomarmos 
= a e BC = b (BC =b e AC = a +b) verificamos que os segmentos AC e CB são 
os lados do retângulo áureo.  
Para que mostremos a construolo geométrica de um retângulo áureo, vamos 
utilizar a expressão (1) para obter o seguinte resultado: 
+ ab = a2 	 (4) 
Inicialmente, vamos construir um  retângulo ABCD , conforme FIGURA 6. Em 





   
A 	 G 	 E 
FIGURA 6-  Retângulo áureo  
Com centro em G, ponto médio de AE, traçamos o arco FD . Logo, sabendo que 
GF = GD = b+ ap , podemos aplicar o teorema de Pitagoras no triângulo retângulo GFE, ou 
seja, (b+ a/2)2 = a2 +  (a/2) 2 . 
Simplificando esta expressão temos: 
b 2 + ab+ a2/4 = a2 + a 4y 	 b 2 + ab = a2 	 (5) 
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Observando a expressão (5), verificamos que é igual a expressão (4) que por sua 
vez é equivalente a expressão (1), o que é licito concluir que ABCD é um retângulo áureo.  
FIGURA 7-  Partenon, construido no século V a. C. na cidade de Atenas, Grécia. 
Observando o formato desta obra, FIGURA 7, encaixa-se quase que exatamente 
em um retângulo áureo. (FIGURA  8) 
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FIGURA 8- Forma do Partenon g um retângulo áureo  
onde 
a, = a —b, a, =2b— a, a4 = 2a —3b,... 
= an-2 — an-) n= 4,5,... 
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Uma propriedade interessante que relaciona seqüência de Fibonacci e razão 
¡urea, é a seguinte: 
f 
• dois termos sucessivos quaisquer são primos entre si e que lims4.. 	 a razão da secção  
n-am 
durea(43 2 
Vamos utilizar a seqüência, 
a+ b,a,b,a— b,2b— a,2a-3b,5b-3a,5a— 8b,13b— 8a,... 	 (1) 
apresentada na construção do retângulo ammo sem os seus três primeiros termos, a + b,a,b, 
isto é 
a a 	 a 
Demonstraremos que a lei de formação (II) equivale a: 
a„= (-1)"(f112 a - 	 n=4,5,... 	 (III) 
Para isto vamos provar que se a lei de formação (III)vale para 4 	 , ela vale também 
para n= k + 1. Ora, de (II)obtemos 
ak+1= ak _ 1 — ak 	 (IV) 
De (/V) e de (///), com n=k—len=k, temos 
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ak+I = 	 (fk-s a - fk-2 - (-1 )k (fk-2 a - fk-i b ) = 	 [(fk-3 a - fk-2 13) 4- (fk-2 a - 	 l b )] 
Dk 1 RÇ3 - 4-2 )a (f.k.2 - 4-I ) 11 ] 
4-3 ± 11_2 = 	 e fk-2 fk-1 — fk 
obtemos, 
a„, = (-1)"1 (fk.l a - fkb) 
que é precisamente a expressão (III) com n= k +1. 
Fica assim demonstrado que se a lei de formação (III)vale para 4 	 , ela vale também 
para n= k + 1. Ora, (III) vale para n= 4, como vemos em (/), logo vale para todo 	 4 
Prosseguindo agora na demonstração da propriedade, lembremos que os elementos a„ da 
seqüência (1) se aproximam de zero com n--> co. Então, (Ill) nos dá, 
—*0 com n—> 00 
Dividindo por af„ .1 teremos, 
f b 
11-2 --> 0 com n—> oo 
a 
ou seja, 
b 	 f (V) 
a 
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logo, podemos reescrever a expressão (V) e assim concluímos que o lim f„ é a razão da 
n-am fn 
secção riurea(j –1). 2 
3.3 Triângulo áureo 
Para falarmos do triângulo  áureo, precisamos antes, definir gaimone , que vem a 
ser uma parte de uma figura que quando juntada a outra, o todo passa a ter o mesmo formato 
da figura menor. 
Para uma melhor compreensão desta definição, basta analisarmos a FIGURA 9: 
C 
FIGURA 9 - Representação do Gamone 
Verificamos que ao juntarmos o triângulo ABD ao triângulo BCD, formamos o 
triângulo ABC, com o mesmo formato do  triângulo BCD. 
Uma vez de posse desta informação, podemos discutir sobre o triângulo áureo. 
principio deste triângulo, baseia-se em estudos de  contemporâneos  a Pitágoras e diz respeito 
ao triângulo isósceles ABC (FIGURA 10) com ângulos da base de 72 ° e angulo do ápice de 




Diante disto, chamamos o triângulo da FIGURA 10 de triângulo áureo. 
FIGURA 10-  Triângulo  áureo  
Observe, que a bissetriz do ângulo B encontra o segmento AC no ponto D, onde D 
é a divisão áurea do segmento AC. Esta bissetriz divide o triângulo ABC em outros dois 
triângulos isosceles, os quais são áureos, sendo que o triângulo BCD tem o Angulo do ápice 
(em B) igual a 36° e o triângulo DBA tem o ângulo do ápice (em D) igual a 108 ° . Deste 
modo com a bissetriz do ângulo C encontrando o segmento BD no ponto E, com o ponto E 
sendo a divisão áurea de BD, formamos outros dois triângulos isosceles, com as mesmas 
características  dos inicialmente formados. Este processo se repete, convergindo para um 
ponto limite 0, ponto este que é o polo da espiral logarítmica que passa pelos vertices da 
série de triângulos, A,B,C,D,E,F,G,  
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Atente que, quando, ao iniciarmos o processo, tragamos o segmento BD, o 
triângulo BCD tinha o mesmo formato que o triângulo ABC e posteriormente o triângulo  
PEE, com o mesmo formato do triângulo BCD e assim sucessivamente. Isto nada mais é do 
que uma série de Gnômones. 
Deste modo, o que foi feito anteriormente foi uma repetição constante da divisão 
áurea  e podemos também constatar na FIGURA 10, uma outra série que obedece a fórmula 
da sucessão de Fibonacci, ou seja, fNi_ i = fN + fN _ I 
Para observarmos esta série, vamos atribuir ao comprimento do segmento GE o 
valor da unidade, então, teremos: 
FE =10 
ED = FE + GF =10 +1 
DC = ED + FE = (10 +1) +10 = 20 +1 
CB= DC + =(20+1)+(10+1) =30+2 
BA = CB + DC = (30 +2) ±(20+ 1). 50+3 
Outro fato que cabe salientar é que se tragarmos as medianas do lado oposto aos 
ângulos da base dos gnômones, como mostra a FIGURA 10, representadas pelos segmentos 
CX e DY, poderemos verificar que o comprimento desta sucessão de medianas formam uma 
seqüência de Fibonacci e que todas elas passam pelo  pólo da espiral logarftmica. 
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4 TERNOS  PITA  GORICOS 
4.1 Histórico 
A tradição é unânime cm atribuir a Pitagoras a descoberta independente do 
teorema sobre triângulos retângulos hoje universalmente conhecido pelo seu nome, Teorema 
de Pitagoras, que o quadrado sobre a hipotenusa de um triângulo retângulo é igual à soma dos 
quadrados sobre os catetos. Este teorema já era conhecido pelos babilânios desde o tempo de 
Hamurabi, mais de um milênio antes, mas sua primeira demonstração geral pode ter sido 
dada por Pitagoras. 
FIGURA  11- Pitágoras 
Um dos teoremas mais antigos e mais famosos da matemática é o teorema de 
Pitigoras que data de aproximadamente 500 a.C. e afirma que x2 +y2 -= z2 , onde x, y, z são, 
respectivamente os comprimentos de dois catetos e da hipotenusa de um triângulo retângula 
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Segundo uma lenda, quando Pitágoras descobriu o teorema, ficou tão exultante 
que ordenou que bois fossem sacrificados aos Deuses. Porém a descoberta posterior da 
irracionalidade de ih e sua conseqüência: o comprimento da hipotenusa de um triângulo 
retângulo isosceles com catetos de comprimento dado por uma unidade, não pode ser 
representado por uma  razão de inteiros; perturbou imensamente Pitigoras e seus seguidores, 
pois eles estavam profundamente convictos de que dois comprimentos quaisquer fossem 
sempre múltiplos inteiros de algum comprimento unitário. Tentativas foram feitas para 
esconder o conhecimento da irracionalidade de 15 e conta-se que o homem que divulgou o 
segredo foi afogado no mar. (ROTHBART, 1985) 
Definição: O terno (x,y,Ochama-se terno pitagórico se e somente se x, y e z forem 
inteiros positivos tais que x2 + y2 = 
Ex: 
(3,4,5) é um terno pitagórico, pois 32 42 = 52 
(2,3,4) não é temo pitag6rico pois 22 4. 32 42 
A designação de pitagórico talvez não seja muito apropriada pois, como já foi 
dito, há evidência de que os babilônios que viveram há mais de 1000 anos antes de Pitigoras, 
conheciam um número maior de temos pitagóricos do que seus sucessores gregos. Em todo 
caso, os pitag6ricos sabiam que qualquer temo da forma (in,—I (m2 — 1)
,
-2 (ni2 + I)) onde m é um 2 
inteiro impar maior do que 1, é um temo pitagórico. 
Entretanto, nem todos os temos pitagóricos podem ser obtidos desta forma. Por 
exemplo, (15,8,17) é um temo pitagórico, mas não é da forma (in,-21 (in2 	 +1)) 
Surge assim, a pergunta: Existe alguma formula que gere todos os temos 
pitagóricos? 
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A resposta é sim, e consiste em observar que (x,y,z) é um temo pitagórico se e somente se 
para todo inteiro positivo k, (kx,ky,k4 for um temo pitagórico. (observe que.? +y2 = 22 se e 
somente se, para todo inteiro positivo k, Oar +(ky)2 = (k ) 2 .) Portanto, é suficiente obter 
uma fórmula que gere aqueles temos pitagóricos (x,y,z) cujos componentes x, y e z não 
possuam fator comum k >1. Tais temos se dizem primitivos. 
4.2 Propriedades 
• Um temo pitagórico (x,y,z)corresponde a um triângulo retângulo. 
A condição necessária para que 3 números inteiros positivos x, y e z 
correspondam aos comprimentos dos lados de um  triângulo é que sejam verificadas as tits 
desigualdades: 
x<y+z (I), 	 y<x+z (II), 	 z < x + y (III) 
Entretanto se z é maior valor (x 5 z e y z) é suficiente que seja verificada a 
terceira possibilidade, da qual as outras serão conseqüências. 
Considere um temo (x,y,z) Pitagórico. 
Da relação x2 + y2 = 22 temos, x2 c22 , de onde x < z, e analogamente ela fornece y < z,  
portanto z é o maior elemento. 
Somando 2xy aos dois membros da igualdade, enmcontramos: (x + y) 2 = 22 + 2xy, de onde 
concluímos ser (x + y)2 > 22 ou ainda a relação de triangularidade x + y > z . 
Uma conseqüência imediata dos temos pitagóricos que são primitivos é o fato de 
não serem todos os seus elementos pares. Se observarmos os temos (3,4,5) e (5,12,13), 
notaremos que ambos possuem um só elemento par. E portanto plausível prevermos que 
todos sejam assim. Vamos verificar num outro, por exemplo, o temo (8,15,17) também 
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pitagórico primitivo os seus elementos são primos entre si e justamente a previsão se 
confirma, o padrão observado é credivel. Vamos tentar provar: 
Da relação, x 2 + y2 = z2 , no caso de x e y serem pares, então seus quadrados seriam pares; e 
como a soma de pares é um número par, z 2 seria par, então z é par, e todos seriam pares, o 
que não é possível. Repete-se a prova, para as hipóteses de x e z serem pares ey e z serem 
pares e chega-se a mesma conclusão. Com  isso, segue então a propriedade: 
• Se o terno é pitagórico primitivo, então não existem  dois elementos pares. 
Se observarmos com atenção os exemplos, o par era sempre o correspondente a 
cateto; e neste caso, o argumento anteriormente empregado mostra que, se x e y fossem 
impares, seus quadrados seriam impares e a soma seria par; portanto  poderíamos ter o 
elemento z par, e não temos por enquanto exemplo para esta situação. 
Supondo então a possibilidade de x e y serem impares da forma 2p +1 e 2q +1, e z par da 
forma 2k , teríamos: 
(2p + + (2q + 0 2 = 4(p2 + q 2 + p + q)+ 2 = 4k 2 
então, teremos: 2 (p2 + 	 p + q)+1=  2k2 , isto 6, o primeiro membro é impar e o segundo 
membro é par. 
Ora, x e y não podem ser ambos pares, nem ambos impares, então só podem ser de paridade 
diversa, ou seja, um par e o outro impar, sendo a soma dos quadrados impar; ou então z 2 
impar, e conseqüentemente z é impar. Com isto, obtemos outra propriedade: 
• Se o terno é pitagórico primitivo, então o maior elemento é impar (e um só dos outros é 
par). 
Analisando os temos pitagóricos primitivos (3,4,5), (5,12,13) e (8,15,17) 
verificamos que os tits não são isósceles. Para provannos esta  afirmação, vamos assumir que 
exista o temo pitagórico primitivo (x,x,z), mas então z é impar, e teríamos pela relação 
pitagórica 2x 2 = z2 , na qual o primeiro membro é par e o segundo membro impar, o que é 
34 
um absurdo; disto segue que não existe terno pitagórico primitivo isosceles. É também de 
fácil conclusão a não existência de ternos pitagóricos derivados isosceles. 
Dai segue a seguinte propriedade: 
• Um terno pitagórico não corresponde a um triângulo isósceles. 
Com esta propriedade descobrimos, nada mais que uma  proposição já clássica,  
pois corresponde a afirmarmos que -15 não é um número racional. De fato, de 2x2 = tem-
se z = »di; mas z ex Tao podem ser inteiros, portanto i não é racional. 
4.3 Teoremas 
Teorema I: (x,y,z) é um terno pitagórico primitivo se e somente se existirem inteiros 
positivos u e v, u>v, u e v primos entre si e não ambos impares, tais que 
(x,y,4= (2uv,u 2 — v 2 ,u2 + v2 ). 
Como auxilio nesta demonstração devemos provar antes o seguinte Lema: Sejam 
x, y, z e Nnúmeros tais que o mdc(x,y)= 1 e x•y = 2 2 . Então x e y são quadrados 
perfeitos. 
Den do lema: 
Temos que todo fator primop de x é também fator primo de 22 mas não é fator primo de y, já 
que o mdc(x,y) = 1 . Porém em 22 todo fator primo possui expoente par 
Logo, o expoente de p em x é par (o mesmo que está em z 2 ). Se todos os expoentes dos 
fatores primos de x possuem expoente par, então podemos concluir que x é quadrado perfeito. 
Analogamente fazemos o mesmo para y. 
Portanto, concluimos que x e y são quadrados perfeitos. 
Dem. do Teorema: 
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Primeiramente mostraremos que se (x,y,z)  é um terno pitagórico primitivo então existem 
inteiros positivos u e v, u>v, u e v primos entre si e não ambos impares, tais que 
(x,y,4= (2 uv, u2 — v2 , u2 + v2 ) . 
Seja, (r,y,z) terno pitagórico primitivo e vamos admitir que x seja par. 
Com isto podemos questionar: 
Se y for par, o mesmo ocorrerá com x2 + y2 = z2 e portanto z também será par, o que por 
hipótese é impossível.  Logo, y é impar e como x2 + y2 = z2 implicará que z também será 
impar. 
Temos x2 = z2 — y2 = (z — y)(z + y) 
Porém como tanto a diferença quanto a soma de dois números impares é igual a um número 
par, usaremos o artificio de dividirmos toda a expressão pelo número 4 de forma a facilitar a 
conclusão de nosso objetivo, ou seja 
(X) 2 (Z y)(z + y) (z — y) (z + y) 
4 	 2 	 2 
Porém, como 
(z  — y) (z + y) 	 (z — y) (z + y)  
2 + 2 — z 	 e 2 	 2  —y 	 e 	
mdc(y,z) = 1 
então, 
( (z — y) (z + y)) 
mdc 	 2 	 2 ) 
(z — y) (z + y)  
haja visto que todo divisor de 	 e 	 é também divisor da soma e da diferença 2 	 2 
entre os dois. 
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Com isto, nos utilizamos do lema apresentado anteriormente a esta demonstração, pois ele 
nos garante a existência de ti,v e Nr de modo que, 




z — y 2 
e 	
—v 2 onde u > v 2 
assim, 
z+y-= 2u2 	 e 	 z — y = 2v 2 
portanto teremos que, 
Z = U2 + V2 e  
mas, 
x2 = z2 y2 = (u2 + v2 )2 (u2 v2 )2 = u4 + 2 u2v2 + v4 u4 + 2 u2v2 v4 = 4U2V2 
com isto, 
x = 2uv 
No entanto como todo fator comum a it e v é fator comum a y e z ad que 
Z = 742 ± V2 e y = u2 - 1,2 ) e como o mdc(y,z) = 1, podemos afirmar que u e v são primos 
entre si. Para finalizar, se u e v fossem ambos pares ou ambos impares, as igualdades, 
z = U2 + V 2 e y = U2 - V 2 , tornariam obrigatório que y e z fossem ambos pares, o que não é 
possível. 
 
A reciproca seria:: 
Observando que 
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(2uv)2 + (u2 _ v2)2 = 4u2v2 
 +u4  2u2v2 + v4 = u4 + 2u2v2  +v4  = (i42  +v2 )2  
podemos dizer que (2uv,u 2 – v2 , u2 + v 2 ) é pitag6rico. 
Mas, como u é par(impar) e v é impar(par) então u2 + v 2 e u2 –v 2 são impares e portanto o 
fator 2 de 2in, não é um fator comum dos termos (2uv,u 2 – v 2 ,u2 + v2 ) . 
Vamos supor que um primo p> 2 fosse fator comum a esses termos; assim  poderíamos dizer 
que como p huv e p> 2 então p lit ou p Iv , porem estamos também supondo que 
p/(u2 +v2 ) então concluímos quep lit ep Iv, o que não é possível. 
u2 v2 u2 + v2 , Logo, (2u-v, 	 ) é temo pitagórico e primitivo. 
Porem, o teorema descrito abaixo gera todos os temos pitag6ricos, não apenas os temos 
pitagóricos primitivos. 
Teorema 2: (x,y,z) é um terno pitagórico se e somente se existirem inteiros positivos u e v, 
u>v, de igual paridade, tais que 	 v seja um quadrado perfeito e 
U v u+v 
(x,y,4= (zArv 	 —) 2 ' 2 
Dem.:  
Vamos supor que (x,y,z) seja um temo pitagórico  então, x2 +y2 = z2 , de modo que 
x2 = z2 
 -y2  _ (Z -F y) (z – y). 
Agora, sejam is =z+y e v=z–y. Então podemos afirmar o seguinte: 
a) o produto it • v é um quadrado perfeito; 
b) u e v são inteiros positivos de mesma paridade pois z e y são inteiros positivos e z > y; 
c) u > v pois z + y > z – y. 
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Assim, se tirarmos os valores de z ey em função de u e v, teremos: 
Li- 
u—v= z+y— (z — y) , 2y u— v = 2y y — 2 
u +v 
u+v=z+y+(z—y). 2z u+v = 2z z — 
2 
Temos também, que x2 = z2 
—y2 = (z + y)- (z — y) = u v x 2 = u v x = 7-n .11/ 
logo, 
U V U+V 
(X,y,Z) = ( 	 ) 
Reciprocamente, temos que u e v são inteiros positivos de mesma paridade, com u > v e que 
u— v 	 u + v 
u- v seja um quadrado perfeito fazendo x = 	 y = 2 z - 2  temos que: 
a) x é um inteiro positivo, pois u- v é um quadrado perfeito; 
b) y e z são inteiros positivos pois u—v e u+v são ambos pares, já que u e v tem a mesma 
paridade e u> v.  
Assim, se fizermos: 
u — v 	 (u — v) 2 4 	 v+u2 -2-u•v+ v2 212 + 2 - u • v + v 2 
X2 ± y2 = (-s,2v) 2 + ( 	 )2 — u v + 	  
2 	 4 	 4 	 4 
2 	 2 	 n 2 	 z2 
x + y = 
± V )— 
logo, 
(x,y,z) é temo pitagórico. 
Corolcirio: 
• Em qualquer terno pitagórico primitivo, os números 3, 4 e 5 estão presentes. 
Dem.:  
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Para efetuar esta demonstração cabe entender que 3, 4 e 5 estão presentes como fatores dos 
elementos do temo. Usaremos o Teorema I para demonstrar esta propriedade. 
Seja o temo (2wv,u2 — v2 , u2 +v2 ) com u e v inteiros positivos restritos as condições do 
Teorema I. 
Observe que: 
a) o fator 4 está sempre presente no elemento 2uv,  pois um dos números zi ou v, é par; 
b) se o fator 3 não aparecer em 2uv,  , então aparecerá em u2 — ; 
de fato, se dividirmos is e v pelo fator 3, obteremos como resto desta divisão os números / e 
2, o que nos leva a crer que estes números são da forma 3k +1 ou 3k + 2 . Porém, de qualquer 
forma, o quadrado é da forma 3k +1 I. Portanto, a diferença u2 — v2 de dois números da forma 
3k +1 é divisível por 3; 
c) se o fator 5 não aparecer no elemento 2uv,  então ele estará no elemento u2 — v2 ou no 
elemento u2 + v2 ; 
de fato, se dividirmos is e v pelo fator 5, obteremos como resto desta  divisão os números 1,2,3 
e 4, o que nos leva a crer que estes números são da forma 5k +1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4 . 
Porém, de qualquer forma, o quadrado é da forma 5k +1 ou 5k + 4 . Assim, se u2 e v2 forem 
da mesma forma, então u2 — v2 sera múltiplo de 5, porém se forem de formas distintas, ou 
seja, um dos quadrados da forma 5k +1 e o outro quadrado da forma 5k + 4 , então o fator 5 
estará presente no elemento u2 + v 2 . 
4.4 Pentagrama ou triângulo triplo 
Os pitagóricos se interessavam pelos  polígonos regulares e suas possibilidades de 
construção ern espaços bidimensionais e poliedros convexos regulares em espaços 
tridimensionais. Porém havia uma figura que eles mais admiravam, que era o dodecaedro, ou 
seja, um poliedro convexo regular cujas faces são pentagonais. 
Observando as faces deste poliedro, eles estendiam os lados de uma dessas faces, de modo 
que virasse uma estrela; estrela esta que se tomou o símbolo dos membros da Sociedade 
pita górica. 
40 
A figura da estrela denomina-se pentagrama estrelado ou simplesmente 
pentagrama ou triângulo triplo. 
FIGURA 12- Pentagrama 
A figura do pentagrama, é uma rica fonte de razões áureas. Corn isto, vamos citar 
algumas propriedades que podem ser tiradas do pentagrama, porém para isto devemos tomar 
R como o raio da circunferência que circunscreve o pentágono A 'B 'C'D'E' e r como o raio 
da circunferência que circunscreve o pentágono PQRST . Tomemos também como medida do 
segmento PQ, a unidade, ou seja, PQ = 1. 
1) A medida do segmento A' P é igual a 0 
OA 
2)  A razao — igual a 0 — 
r 	 2 
OA' 3) A razão —
r 
é igual a 02 
OA' 4) A razâo —
OA 
é igual a 20 
5) As diagonais do pentágono PQRST têm comprimento igual a Ø.  
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6) Se tomarmos o ponto X como ponto de intersecção de duas diagonais (PR e QS) do 
pentágono PQRST, verificamos as seguintes razões: 
SX 	 P X 	 B' X 
XQ = 0, —.KR = 0 e 	 – XT 
7) Se prolongarmos o segmento SQ até que ele encontre o segmento A 'B ', num ponto V, 
então tendo VQS paralelo à A 'D ', assim, 
B' Q B' X  B'S 
 
V.4' QP XT – SD'  
8) A medida do segmento correspondente a um lado do  pentágono A 'B 'C'D E' é igual a 
02 
9) A razão entre o raio da circunferência maior pelo raio da circunferência menor é igual a 
R 
02 , ou seja —
r 
= 02 
10) Se com os triângulos AA' PQ,AE' TP ,ADI ST ,AC' RS e AB' QR fizermos uma dobra de 
tal modo que os vértices A 'B 'C'D ' e E' se encontrem num ponto H, obteremos uma 
pirâmide de altura OH, donde podemos tirar as seguintes relações: 
OH 
-1 - 0  
FIGURA  13- Pentagrama dobrado 
OH 
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5 PADRÕES CRIADOS POR FIBONACCI NA BUSCA DE TERNOS 
PITAGÕRICOS 
Fibonacci também se preocupou em criar padrões na busca de temos pitag6ricos 
de inteiros. 
Primeiramente observemos algumas afirmações: 
• A soma dos n primeiros impares é n2 . 
A sucessão é dada por: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ..... 
Esta sucessão de impares é uma progressão aritmética cujo primeiro termo é 1 e a razão é 2. 
O termo geral de uma P.A. é dado por a„ = a 1 + (n— 1)r logo, an = 2n— 1 
n Sua soma sera dada por S„ = —2 tal + a„) logo, S„ = n2 
ou então, basta acompanhar a seguinte verificação: 
1 = 12 
1+3=4 = 2 2 
1+3+5= 9 = 32 
1+3+5+7=16=42 
1+ 3 + 5+...A-(2n — 1) = n2 
• Se o último termo de uma sucesseio de impares e M enttio o número de termos é (A +1)  2 
E evidente que se a„ =  M, temos da fórmula do termo geral que: 
an = 
 a  + (n— Dr 
M =1+ (n-1)2 
(M+1) 
ti- 	 2 
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Assim com essas afirmações vamos analisar alguns padrões criados pelo próprio Leonardo de 
Fibonacci: 
• 12 padrão: 
Considere uma sucessão de impares, cujo ultimo termo seja um quadrado: 
1,3,5,7,9„.(x2 – 2),x2 . Podemos também afirmar que x é impar caso contrário x2 não seria 
impar. 
Vamos agora, considerar uma sucessão de impares com um termo a menos que a anterior, ou 
seja: 1,3,5,7,9,.._ (x 2 – 2). 
Sabemos que a soma da primeira é um quadrado que chamaremos de z2 e a soma da segunda 
também é um quadrado que chamaremos de y2 . E sabemos que a diferença das duas é x2 e 
será dada por: z2 – y2 = x2 donde tiramos claramente a relação pitagérica de inteiros que 6: 
x2 
 +y2  = z2 
Tomemos como exemplo, x = 9; então o Ultimo termo da primeira sucessão é 81 e o número 
(M+1) (81+1)  de termos da sucessão é dado por z – 2 	 2 – 41 . Agora o Ultimo termo da 
segunda sucessão é 79 e o número de termos da segunda sucessão é dado por 






Assim temos: x= 9;y  = 40; z = 41. 
Logo, o terno pitag6rico é (9,40,41). 
• 22 padrão: 
Vamos agora considerar nossa primeira sucessão de impares, com x par: 1,3,5,7,9, . , (—x2 +1) ; 
- 2 
e a sucessão de impares com dois termos a menos que a primeira: 
X2 
– 3) Analogamente, aplicando o mesmo raciocínio anterior, teremos: 
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X2 	 X2 Z2 – y2 = (-2 – 1) + (-2– +1) ou então, z
2 
– y 2 = X2 donde tiramos claramente a relação  
pitagórica de inteiros que 6: x2 +y2 = z2 
Tomemos como exemplo, x = 12; então o último termo da primeira sucessão é 73 e o 
(M+1) (73+1)  
número de termos da sucessão é dado por z = 2 	 2 – 37 . Agora o último termo 
da segunda sucessão é 69 e o número de termos da segunda sucessão é dado por 
(M+1) (69+1)  
Y – 2 2 
Assim temos:x = 12; y = 35; z = 37 
Logo, o temo pitagórico é (12,35,37). 
• 
 3g padrão: 
Vamos agora considerar como nossa primeira sucessão de impares, com x impar: 
1,3,5,7,9,...,(3x 2 +2); e a sucessão de impares com três termos a menos que a primeira: 
1,3,5,7,9,...,(3x 2 –4) Analogamente, aplicando o mesmo raciocínio anterior, teremos: 
z2 –y2 = (3x2 –2) d- 3X2 (3X2 +2) = 9x2 ou 	 (3x) 2 y2 	 2 -F = , que também é temo 
segunda sucessão é 71 
(M+ 1) (71+1)  
Y = 2 	 2 
pitagórico nos inteiros 3x, 
Tomemos como exemplo, 
de termos da sucessão é 
y e z; porém não é temo pitag6rico primitivo. 
x = 5; então o último termo da primeira sucessão é 77 e o número 
(M+1) (77+1)  dado por z= 2 	 2 – 39 . Agora o último termo da 
e o número de termos da segunda sucessão é dado por 
36. 
Assim temos: x = 5; y = 36; z = 39 
Logo, o terno pitagórico que é dado por (3x,y,z) é (15,36,39) – (5,12,13). 
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6 TERNOS PITAGÓRICOS COM SUCESSÃO DE FIBONACCI 
Seja a sucessão de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,... e 
analisando os elementos desta sucessão verificamos que vários deles _id apareceram em temos 
pitagóricos, até mesmo em primitivos, e sempre como elemento correspondente á 
 hipotenusa. 
Assim ocorre com o 5 do temo (3,4,5), com o 13 do temo (5,12,13), também com o 34 do 
terno (16,30,34) o qual é derivado do temo (8,15,17) etc., são obtidos na sucessão a partir 
dos anteriores, logo é possível que os elementos que se referem aos catetos também possamos 
encontrar na sucessão. 
Observando os 4 primeiros elementos da sucessão verificamos que não existe 
nenhum termo correspondente hipotenusa, mas em seguida vem o 5 do temo fundamental. 
Vamos então considerá-los: I, 1, 2, 3. 
Se fizermos o produto dos extremos 1 e 3, ou seja, 1.3 = 3 e o dobro do produto entre 1 e 2 
que é igual a 4, obteremos os elementos do temo (3,4,5). 
Analisando agora o grupo seguinte, de 4 consecutivos, na sucessão, ou seja, 1, 2, 3, 5. 
Faremos a mesma operação: 
produto dos extremos: 1-5  -= 5 
dobro do produto dos intermediários: 2  -(2 -3) = 12 
Esses dois termos resultantes, completam o temo (5,12,13). 
Verificando o próximo grupo de 4 consecutivos: 2, 3, 5, 8: 
produto dos extremos: 2 8 = 16 
dobro do produto dos intermediários: 2 43- = 30 
Esses dois termos resultantes, completam o temo (16,30,34) — (8,15,17) que é primitiva 
Seguindo este mesmo  raciocínio podemos dizer que num grupo de ordem n: fa, 	 f11+2, fa+3 , 
temos como primeiro cateto fo • fn+3 (produto dos extremos) e como segundo cateto 
2 	 f.,2) (dobro do produto dos intermediários) 
Com base nestas constatações, podemos encontrar a hipotenusa dentro da 
sucessão de Fibonacci, basta indicarmos por fn o número de Fibonacci que ocupa a ordem n 
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da sucessão e teremos: de 1.1, fz f3, fa, o número 5 = f5; de fz f3, fa, f5, o  número 13 = f7; de 13, 
14, 15, 16, o número 34 = 19; de 1.4, 15, 16,17, o número 89 = fn e assim sucessivamente. Notemos 
que o índice referente a hipotenusa é impar iniciando a partir do 5 e então podemos 
representá-lo por (2 + . Devemos salientar que este  índice é o resultado da soma dos 
indices intermediários, por exemplo: de fz 13 , f4, f5 , o número 13 = 17 , note que os indices 
intermediários são 3 e 4 e sua soma é igual a 7 que é o índice da hipotenusa. Podemos então  
dizer que o número de Fibonacci para a hipotenusa é f211+3 . 
Observe que cada grupo de 4 números consecutivos na sucessão de Fibonacci é do tipo: 
x y x + y 	 x + 2y 
Seguindo o padrão na obtenção dos catetos, teremos: 
o primeiro cateto = x • (x + 2y) 
o segundo cateto = 2 	 -(x + y)) 
fazendo agora, a soma dos quadrados dos catetos: 
‘1 	 r EX • (X -4- 2y).1 2  + [2 - y • (x + )12  = [x2 +2y  + [2xy + 2y2 12 = x4 + 4x3y + 4x2/ + 4x2y2 + 
+82y3 +4y4 = x4 + 4x3y + 8x2y2 + 8xy3 +4y4 = (x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + 3/4 )+ 2x2y2 + 
+ 4)CY3 + 3y4 = (x + 	 + 2y2 (x + 	 + y4 = [(x + + y2 . 
Verificando que a soma dos quadrados de dois elementos possíveis para catetos é um 
quadrado e assim, este padrão sempre nos fornece um temo pitagórico. Com isso podemos 
afirmar que: 
0 elemento correspondente à hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos 
intermediários. 
Entretanto, é preciso provar que o número (x + y)2 + y2 é número de Fibonacci. Para isso, 
devemos mostrar que: 
f2n+3 	 fr2 +H-1 f12;+2 
então, 
 
f2n+3 	 fn+(n+3) 
	 (I) 
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aplicando em (I) a propriedade 4) fn-rni = 	 Vn>1 (f1 =f2 =1), 
da seqüência de Fibonacci, teremos, 
fn4-(n+3) = fn-I f(n+3) + fn f(n+3)+I 
assim, 
Li 40+3) + fn f(n+3)+I (f/1+1 fn ) ( fn+1 + f +2) fn (fn+2 f,,+3) = 
= ft2L+I + fn+I fn+2 fn flog + fn f11+3 fn • fn+2 fn • f11+2 = 
f2 +f,, 1 + fn+1 fn+2 fn fn+L + fn fn+3 = fn2+1 + fn+I fn+2 + fn (fn+3 fu+1) = 
= f:+I + fri+l frt+2 + fn fn+2 = f:+I + fn+2 (fn + fn+I) = ft+t + fit+2 fn+2 = fi2L+I + f:+2 
Portanto, demonstramos que a soma dos quadrados de dois  números consecutivos da 
seqüência de Fibonacci, é um número de Fibonacci. 
7 OUTROS  PADRÕES  
7.1 Espiral  logarítmica  
A espiral logarítmica, também chamada de espiral eqiiangular é uma das mais 
lindas curvas matemáticas. Esta curva é de fato interessante, haja visto, sua  relação com a 
divisão áurea, e a seqüência de Fibonacci. Apresentaremos a seguir estas relações utilizando 
alguns conhecimentos já tratados anteriormente neste texto. 
Para falarmos desta curva, utilizaremos a propriedade do retângulo  áureo; dado um retângulo 
AB 0 
,4BCD (FIGURA 14) em que —Bc, = T , por um ponto E, o qual é a divisão áurea de AB, 
tragamos uma perpendicular EF A AB, de modo que ,4EFD seja um quadrado, o retângulo 
EBCF é áureo e se deste retângulo for seccionado o quadrado EBGH, o retângulo HGCF 
também será Aureo. Este processo se  repetirá indefinidamente, até chegar ao retângulo limite 
0, o qual não difere de um ponto. 
A 	 E 
C 
FIGURA 14-  Espiral logaramica 
Analisando esta figura podemos retirar algumas  características  importantes: 
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a) a espiral é eqüiangular e passa pelas secções áureas D, E, G, .1, ...; 
49 
b) o ponto limite 0 é denominado polo desta espiral; 
c) se observarmos a espiral retangular ABCFH... notamos a existência de secções áureas 
alternadas nas diagonais AC e BF; 
d) AC é perpendicular a BF; 
e) os pontos P2, 0, J e separadamente os pontos U. 0 e D são colineares; 
f) El e DG são as bissetrizes dos ângulos formados pelas diagonais AC e BF e EJ e DG 
também são perpendiculares entre si; 
AO OR OC 
= 
GB OC OF 
infinito de triângulos semelhantes, onde cada um desses  triângulos é igual à metade de um 
retângulo áureo. 
Percebe-se facilmente que os quadrados sucessivos que aparecem na FIGURA 14, 
nada mais são do que uma representação da seqüência de Fibonacci e podemos ver 
claramente a construção da espiral logarítmica passando pelos ângulos diagonalmente opostos 
destes quadrados. Deste modo conseguimos relacionar a espiral  logarítmica com a seqüência 
de Fibonacci. A relação áurea está intimamente ligada com esta espiral quando observamos 
que o ponto de tangência desta espiral passa pelo ponto que divide os seguimentos AB, BC,... 
em média e extrema razão. 
Um outro fato interessante que deve ser colocado sobre esta espiral é de que se 
fotografássemos suas convoluções próximas ao pólo e em seguida ampliássemos esta foto de 
modo que tivesse o mesmo tamanho da espiral do desenho acima,  notaríamos que a foto se 
encaixaria perfeitamente, haja visto que teriam a mesma forma. 
Veremos mais adiante que a espiral  logarítmica relacionada à seqüência de 
Fibonacci é facilmente encontrada na natureza, quando observamos as câmaras sucessivas das 
concha de ndutilo. 
g) as igualdades das razões . demonstram a existência de um número 
7.2 Espiral retangular 
3 
€6 . 1 
FIGURA 15-  Espiral retangular 
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1 Iniciamos com a medida —0 = 0,618034...=C , agora tomemos o segmento OA 
(FIGURA 15) com medida igual a unidade e denotaremos por 4)' ° Em seguida, pelo ponto 
A traçamos levantando uma perpendicular a OA até o ponto B, tendo o segmento AB medida 
. Do ponto B levantamos o segmento BC, perpendicular a AB, de medida (0' 2 . 0 próximo 
segmento é CD, perpendicular a BC, com medida (0' 3 e assim por diante até o pólo da espiral 
que denotaremos por ponto P, formando uma espiral retangular. 
Analisando a FIGURA 15 destacamos algumas propriedades interessantes, tais como: 
a) AC é perpendicular a OB; 
b) o ponto limite P esta localizado na intersecção de OB e AC e é denominado pólo da 
espiral; 
c) a cada segmento da espiral retangular, completamos um novo  triângulo, onde os outros 
dois lados, são segmentos de OB e AC.  Note que esses triângulos são semelhantes, e cada 
um desses triângulos é igual a metade de um retângulo  áureo;  
d) uma conclusão surpreendente é que se tomarmos o segmento A0=1, teremos que o 
comprimento da espiral medida do ponto A até o ponto P sera igual a 0. 
7.3 Um triângulo inscrito em um retângulo 
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Pretendemos agora, mostrar a presença da secção  áurea num problema clássico de 
geometria, fazendo uma análise não convencional. 
0 problema consiste em inscrever um triângulo em um  retângulo de modo que os três 
triângulos formados tenham suas areas iguais. 
Com base na FIGURA 16, consideremos ABCD um retângulo qualquer. Tomaremos dois 
pontos I" e Q , tal que o ponto P esteja no segmento CD e o ponto Q no segmento BC. Nossa 
dúvida está centralizada na localização em que estes pontos estarão nestes segmentos. Para 
isso, vamos partir do nosso objetivo, ou seja, os três triângulos AABQ, APCQ e AADP 
devem possuir areas iguais. Assim, vamos dar valores a alguns segmentos para que possamos 
dar continuidade a nossa analise 
a 	 p 	 b 	 C 
FIGURA 16-  Triângulo  inscrito em um retângulo 
Diremos que: DP = a ,PC = b,BQ = c e QC = d 
Como, AABQ, APCQ e AADP possuem areas iguais, aplicamos a formula para calculo da 
area de um triângulo e teremos 
c(a + b)= bd = a(c + d) (1) 
bc 
ac + ad = bd = ac + bc , donde podemos tirar que ad = bc a = —d 
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Substituindo o valor de a em (1), e lembrando que ad = bc teremos: —be — bd d c + d 
desenvolvendo a expressão, c12 — cd — c 2 = 
agora, dividindo toda a expressão por c2 , 
C) C 
de modo que, concluímos que a razão —
c 
= qi. Analogamente, teremos que a  razão —
a 
= . 
De posse desta informação, a solução para o nosso problema é fazer a secção ¡urea dos 
segmentos BC e CD e teremos a posição dos pontos P e Q nestes segmentos. 
Outro item questionável com relação a este mesmo problema, diz respeito sobre a 
possibilidade do APAQ ser isosceles. 
Vamos imaginar que isto aconteça, ou seja, PA = PQ Estes segmentos são as hipotenusas 
dos triângulos retângulos APCQ e MDP assim, 
b 2 d2 = 	 a 2 
Sabendo que —
c 
= 0 teremos d = c0 e —
a
= 0 implica b = a0 Conseqüentemente, 
a202 
▪ 
c2Ø2  = + c0) + a2 
a 202 
▪ 
 c2 02 c2 2c20 c2 02 a2 
a2 02 a2 c2 2c2 0 
a2 (Ø2 — 1) = C2 (1+ 2 0) 
a2 (1+ 2 0)  
02 
 — (02 )  
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Agora, sabendo que 02 - -1 = 0 temos: 
a 2 (1+20) 1
2 
 1+20 1+0+0 
 02 +0 
- +  
e2 	 0 	 0 	
- 
0 -0+ 1 =02 
e a 0 





podemos dizer que o triângulo FAQ é isosceles e a = d , já que, d = c0 e 




Logo, provamos que se o triângulo é isosceles então o retângulo é áureo.  
7.4 Círculo  inscrito num triângulo pitagórico 
Um problema interessante envolvendo os temos pitagóricos, leva-nos a 
demonstrar que todo circulo inscrito num triângulo pitagórico, tem como medida de seu raio 
um número natural. 
Devemos lembrar que um triângulo se diz pitagórico, quando o triângulo é retângulo e as 
medidas de seus lados são números naturals. Com base nesta informação vamos inicar a 
demonstração deste problema, calculando a area do  triângulo da FIGURA 17: 
FIGURA 17- Circulo inscrito num triângulo  pitagórico 
1 
Sabemos que a Area do triângulo é dada por: A = --(base x haltura). 
1 	 1 	 1 	 1 	 1 
A = 2 —ab = —ra +— 2 rb +—re = —(ra + rb + re) 2 	 2 	 2 
assim, 
ab = ra + rb + rc 
ab = r(a + b + c) 	 (I) 
Agora, lembrando o teorema que diz: "(x,y,z) é um terno pitagórico primitivo se e somente 
se existirem inteiros positivos u e v, u>v, u e v primos entre si e não ambos impares, tais que 
(x,y,4= (2uv,u2 —v 2 ,u2 +v2 ) ", faremos, a =2uv,b = u2 — v 2 e c= u2 +v2 
Corn isto, substituindo em (I), teremos: 
2uv(u 2 — v 2 ). r(2uv + (u2 — v 2 )+ (u2 + v2 ) 
2uv(u2 — v2 ) = r(2uv + 2u 2 ) = 21nrr(1+ 
(142 — v2 ). r(1+ —
v
) 
v + u (u + v)(u— v) — r( ? ) 
logo, 
v(u—v) = r 
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Com isto, alcançamos nosso objetivo, haja visto que u e v são números naturais o que implica 
que r também será natural. 
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Para tomar a demonstração mais abrangente, basta multiplicar os valores de a, b e c por um 
número natural k ficando representados da seguinte forma: 
a = 2kuv,b = k(u2 —v 2 ) e c= k(u2 +v2 ) 
Cabe salientar que corn a inclusao do número natural k, o problema acima fica demonstrado 
nao s6 para temos pitagáricos primitivos, mas também para temos pitagóricos derivados. 
0 resultado seria similar, pois  chegaríamos no final com a seguinte expressão: kv(u—v)= r 
e sendo 24, V e it números naturais, o raio também seria um número natural. 
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8 PADRÕES  NA NATUREZA 
Neste item apresentamos alguns fenômenos da natureza, onde constatamos a 
presença da sequência de Fibonacci e da razão áurea- Estes fatos demonstram como a 
natureza foi matematicamente definida e desta forma se tornou tão bela. 
8.1 Fibonacci e os átomos  
Vamos analisar uma quantidade de gas de hidrogênio e supor que o elétron 
isolado de um dos átomos esteja a principio, no nível neutro de energia e que possua como 
característica,  ganhar ou perder sucessivamente um ou dois quanta de energia, de tal forma 
que ocupe o nível neutro, primeiro nível ou segundo nível de energia, ou seja, 
sucessivamente os estados zero, um ou dois. Verificamos também que quando o gas tem um 
ganho de energia, os átomos que estão no primeiro nível, sobem para o segundo nível e 
aqueles que estão no nível neutro, metade deles vai para o primeiro nível e a outra metade 
vai para o segundo nível. Outra situação percebida é quando o gas perde energia; aqueles 
que estão no primeiro nível de energia caem para o nível neutro e quanto aos que estão no 
segundo nível, metade cai para o primeiro nível e a outra metade cai para o nível neutro. 
Deste modo, se analisarmos as possibilidades de um elétron atômico, verificaremos que é 
um número Fibonacci. 
Esta representação pode ser verificada na FIGURA 18. 
<21c–C: 
N 1-2•C 1— 0 2<0< 
/ 1 	










Quanta de energia - 
ganho perda ganho perda ganho perda 
FIGURA 18 - Histórias possíveis de um elétron atômico 
8.2 A colméia 
Um dos padrões mais interessantes é encontrado no favo de mel. Os alvéolos de 
cera que tern como 
 função o armazenamento de mel tam perfil hexagonal, formando um 
padrão continuo que preenche o espaço sem deixar vazios. Uma outra maneira alternativa de 
se conseguir este efeito é com alvéolos de perfil retangular, de preferência quadrado, no que 
diz respeito a rigidez. 
Matematicamente podemos perceber o por que da forma hexagonal dos alvéolos, 
a explicação é simples, pois este formato leva em conta economia e eficiência 
Quanto aos padrões envolvidos neste momento, não vamos nos ater ao formato 
dos alvéolos mais sim, no plano genealógico da abelha. Para isto devemos saber que o 
zangão, que é o macho da abelha, nasce de um ovo que não foi fecundado, já que o ovo 
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citado podemos comp& um plano genealógico que apresente a linhagem do  zangão por 
várias gerações, obtendo uma representação como o da FIGURA 19. Porém, se verificarmos 
os totais de todos os machos, todas as fêmeas e todas as abelhas de ambos os sexos os quais 
constituem cada geração, poderemos verificar a presença da seqüência de Fibonacci em cada 
uma das situaçõe& 
FIGURA 19- Genealogia do  zangão  
8.3 Filotaxia 
0 termo Filotaxia, na  botânica, é usado num tópico que inclui a disposição das 
folhas nos ramos das plantas. Estas disposições são  características  dos gêneros. A palavra 
"Divergência" é um termo técnico usado para descrever a separação angular das bases de 
duas folhas sucessivas no talo, a qual é medida através de uma espiral tragada da raiz da 
planta para o ponto de crescimento da mesma, conforme a FIGURA 20. Esta disposição que 
as folhas apresentam pode ser especificada em termos desta divergência. 
Para melhor compreensão deste processo, devemos traçar uma espiral passando pela base de 
cada folha ate que ela atinja a primeira base verticalmente acima do ponto de partida 
Tomaremos a letra p para representar o número de voltas que a espiral  dará em tomo do talo 
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e a letra q representará o número de bases de folhas pelas quais a espiral passou. Para 
analisarmos este processo devemos excluir a primeira base. Com isto, montamos a razão  
r razão esta, característica da planta, ou seja, é a chamada divergência das folhas. 19, 2 
Observamos na FIGURA 20 que tanto o numerador quanto o denominador desta razão 
tendem a ser elementos da seqüência de Fibonacci 











FIGURA 20-  Filotaxia 
Outra relação interessante da botincia com os números de Fibonacci diz respeito 
quanto ao número de axilas do talo de uma planta na medida que esta se desenvolve. Na 
FIGURA 21 podemos verificar um caso simples desta relação, em que os talos e as flores de 
uma espirradeira se apresentam esquematicamente dispostos. Percebe-se o crescimento de 
galhos da axila e por sua vez outros novos galhos que dele crescem. Se traçarmos planos 
horizontais verificamos que a soma dos galhos velhos com os novos representam um número 
de Fibonacci. 
FIGURA 21- Espirradeira 
Para finalizar, podemos citar a  aparição dos números de Fibonacci em algumas 
flores, quando tomamos como base desta apreciação, o número de pétalas existentes em 
cada uma. Alguns exemplos dizem respeito a flores como a iris, primavera, tasneira e 
margarida que possuem respectivamente 3, 5, 13 e 34 pétalas na sua composição. 
84 Concha 
Nestes moluscos percebemos a  aparição da espiral logarítmica, que descrevemos 
anteriormente, assim como todas as relações com o conteúdo por nos abordado neste 
trabalho. Não detalharemos nem nos aprofundaremos em apresentar as câmaras destes 
moluscos as quais apresentam formas interessantes de cunho matemático. Deixaremos 
apenas a figura da concha para apreciação por parte das pessoas que tiverem interesse neste 
trabalho. (FIGURA 22) 
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Quando iniciamos a elaboração deste trabalho, verificamos a quantidade de 
informações concernentes sobre o assunto abordado. Entretanto, resolvemos escolher alguns 
tópicos que achamos mais interessante, de modo a exemplificar os casos que envolviam 
seqüência de Fibonacci, seção áurea e temos pitagóricos, de tal modo que houvesse uma 
compreensão entre as relações existentes. 
Percebemos que estes temas, são pouco difundidos nas escolas, talvez por não 
fazerem parte do conteúdo da disciplina de matemática, porém acreditamos que podemos 
explorar mais estes temas a nível médio, haja visto a gama de informações que podem ser de 
grande utilidade para a melhoria do ensino da matemática na área da Algebra e da 
Geometria. Um exemplo  típico, é quando apresentamos a relação de Pitagoras aos alunos de 
série do 1 9 grau, simplesmente mostramos a aplicação da relação pitag6rica num triângulo 
retângulo sem ao menos apresentar algumas relações simples sobre os temos pitagóricos que 
poderiam facilitar no aprendizado dos alunos. 
Aproveitando a introdução do teorema de Pitag6ras, poderíamos apresentar a 
seqüência de Fibonacci fazendo com que o aluno percebesse sua formação e algumas 
propriedades que nela existem, tentando fazer alguma lip*, com os temos pitagóricos. 
Enfim, uma enormidade de relações que poderiam ser verificadas de modo a melhorar o 
aprendizado dos alunos, haja visto que o descobrimento destas relações por eles, contribuiria 
na melhoria do raciocínio lógico, algo hoje em dia muito pouco explorado. Porém, para 
aplicação desta idéia em escolas, caberia um outro trabalho na  área didática 
Este trabalho foi mais uma etapa a ser superada para a conclusão do curso. Para 
desenvolver este tema foi necessário que houvesse muita dedicação, raciocínio e paciência. 
E um tema muito interessante, porém pode-se tomar muito mais abrangente e profundo, para 
uma outra tese que necessite de uma apreciação maior. 
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ANEXOS 
Lista de ternos pitapóricos  (a b,c)  onde o termo c não ultrapassa 1000.  
(3,4,5), (5,12,13), (6,8,10), (7,24,25), (8,15,17), (9,12,15), (9,40,41), (10,24,26), 
(11,60,61),(12,16,20), (12,35,37), (13,84,85), (14,48,50), (15,20,25), (15,36,39), 
(15,112,113),(16,30,34), (16,63,65), (17,144,145), (18,24,30), (18,80,82), (19,180,181), 
(20,21,29),(20,48,52), (20,99,101), (21,28,35), (21,72,75), (21,220,221), (22,120,122), 
(23,264,265),(24,32,40), (24,45,51), (24,70,74), (24,143,145), (25,60,65), (25,312,313), 
(26,168,170),(27,36,45), (27,120,123), (27,364,365), (28,45,53), (28,96,100), (28,195,197), 
(29,420,421),(30,40,50), (30,72,78), (30,224,226), (31,480,481), (32,60,68), (32,126,130), 
(32,255,257),(33,44,55), (33,56,65), (33,180,183), (33,544,545), (34,288,290), (35,84,91), 
(35,120,125),(35,612,613), (36,48,60), (36,77,85), (36,105,111), (36,160,164), (36,323,325), 
(37,684,685),(38,360,362), (39,52,65), (39,80,89), (39,252,255), (39,760,761), (40,42,58), 
(40,75,85),(40,96,104), (40,198,202), (40,399,401), (41,840,841), (42,56,70), (42,144,150), 
(42,440,442),(43,924,925), (44,117,125), (44,240,244), (44,483,485), (45,60,75), 
(45,108,117),(45,200,205), (45,336,339), (46,528,530), (48,55,73), (48,64,80), (48,90,102), 
(48,140,148),(48,189,195), 	 (48,286,290), (48,575,577), (49,168,175), (50,120,130), 
(50,624,626),(51,68,85), 	 (51,140,149), (51,432,435), (52,165,173), (52,336,340), 
(52,675,677), (54,72,90),(54,240,246), (54,728,730), (55,132,143), (55,300,305), 
(56,90,106), (56,105,119),(56,192,200), (56,390,394), (56,783,785), (57,76,95), 
(57,176,185), (57,540,543),(58,840,842), (60,63,87), (60,80,100), (60,91,109), (60,144,156), 
(60,175,185), (60,221,229),(60,297,303), (60,448,452), (60,899,901), (62,960,962), 
(63,84,105), (63,216,225),(63,280,287), (63,660,663), (64,120,136), (64,252,260), 
(64,510,514), (65,72,97),(65,156,169), (65,420,425), (66,88,110), (66,112,130), 
(66,360,366), (68,285,293),(68,576,580), (69,92,115), (69,260,269), (69,792,795), 
(70,168,182), (70,240,250),(72,96,120), (72,135,153), (72,154,170), (72,210,222), 
(72,320,328), (72,429,435),(72,646,650), (75,100,125), (75,180,195), (75,308,317), 
(75,560,565), (75,936,939),(76,357,365), (76,720,724), (77,264,275), (77,420,427), 
(78,104,130), (78,160,178),(78,504,510), (80,84,116), (80,150,170), (80,192,208), 
(80,315,325), (80,396,404),(80,798,802), (81,108,135), (81,360,369), (84,112,140), 
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(84,135,159), (84,187,205),(84,245,259), (84,288,300), (84,437,445), (84,585,591), 
(84,880,884), (85,132,157),(85,204,221), (85,720,725), (87,116,145), (87,416,425), 
(88,105,137), (88,165,187),(88,234,250), (88,480,488), (88,966,970), (90,120,150), 
(90,216,234), (90,400,410),90,672,678), (91,312,325), (91,588,595), (92,525,533), 
(93,124,155), (93,476,485),(95,168,193), (95,228,247), (95,900,905), (96,110,146), 
(96,128,160), (96,180,204),(96,247,265), (96,280,296), (96,378,390), (96,572,580), 
(96,765,771), (98,336,350),(99,132,165), (99,168,195), (99,440,451), (99,540,549), 
(100,105,145), (100,240,260),(100,495,505), (100,621,629), (102,136,170), (102,280,298), 
(102,864,870), (104,153,185),(104,195,221), (104,330,346), (104,672,680), (105,140,175), 
(105,208,233), (105,252,273),(105,360,375), (105,608,617), (105,784,791), (108,144,180), 
(108,231,255), (108,315,333),(108,480,492), (108,725,733), (108,969,975), (110,264,286), 
(110,600,610), (111,148,185),(111,680,689), (112,180,212), (112,210,238), (112,384,400), 
(112,441,455), (112,780,788),(114,152,190), (114,352,370), (115,252,277), (115,276,299), 
(116,837,845), (117,156,195),(117,240,267), (117,520,533), (117,756,765), (119,120,169), 
(119,408,425), (120,126,174),(120,160,200), (120,182,218), (120,209,241), (120,225,255), 
(120,288,312), (120,350,370),(120,391,409), (120,442,458), (120,594,606), (120,715,725), 
(120,896,904), (121,660,671),(123,164,205), (123,836,845), (124,957,965), (125,300,325), 
(126,168,210), (126,432,450),(126,560,574), (128,240,272), (128,504,520), (129,172,215), 
(129,920,929), (130,144,194),(130,312,338), (130,840,850), (132,176,220), (132,224,260), 
(132,351,375), (132,385,407),(132,475,493), (132,720,732), (133,156,205), (133,456,475), 
(135,180,225), (135,324,351),(135,352,377), (135,600,615), (136,255,289), (136,273,305), 
(136,570,586), (138,184,230),(138,520,538), (140,147,203), (140,171,221), (140,225,265), 
(140,336,364), (140,480,500),(140,693,707), (140,975,985), (141,188,235), (143,780,793), 
(143,924,935), (144,165,219),(144,192,240), (144,270,306), (144,308,340), (144,420,444), 
(144,567,585), (144,640,656),(144,858,870), (145,348,377), (145,408,433), (147,196,245), 
(147,504,525), (150,200,250),(150,360,390), (150,616,634), (152,285,323), (152,345,377), 
(152,714,730), (153,204,255),(153,420,447), (153,680,697), (154,528,550), (154,840,854), 
(155,372,403), (155,468,493),(156,208,260), (156,320,356), (156,455,481), (156,495,519), 
(156,667,685), (159,212,265),(160,168,232), (160,231,281), (160,300,340), (160,384,416), 
(160,630,650), (160,792,808),(161,240,289), (161,552,575), (162,216,270), (162,720,738), 
(165,220,275), (165,280,325),(165,396,429), (165,532,557), (165,900,915), (168,224,280), 
(168,270,318), (168,315,357),(168,374,410), (168,425,457), (168,490,518), (168,576,600), 
(168,775,793), (168,874,890),(170,264,314), (170,408,442), (171,228,285), (171,528,555), 
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(171,760,779), (174,232,290),(174,832,850), (175,288,337), (175,420,455), (175,600,625), 
(176,210,274), (176,330,374),(176,468,500), (176,693,715), (176,960,976), (177,236,295), 
(180,189,261), (180,240,300),(180,273,327), (180,299,349), (180,385,425), (180,432,468), 
(180,525,555), (180,663,687),(180,800,820), (180,891,909), (182,624,650), (183,244,305), 
(184,345,391), (184,513,545),(185,444,481), (185,672,697), (186,248,310), (186,952,970), 
(189,252,315), (189,340,389),(189,648,675), (189,840,861), (190,336,386), (190,456,494), 
(192,220,292), (192,256,320),(192,360,408), (192,494,530), (192,560,592), (192,756,780), 
(195,216,291), (195,260,325),(195,400,445), (195,468,507), (195,748,773), (196,315,371), 
(196,672,700), (198,264,330),(198,336,390), (198,880,902), (200,210,290), (200,375,425), 
(200,480,520), (200,609,641),(201,268,335), (203,396,445), (203,696,725), (204,253,325), 
(204,272,340), (204,560,596),(204,595,629), (204,855,879), (205,492,533), (205,828,853), 
(207,224,305), (207,276,345),(207,780,807), (207,920,943), (208,306,370), (208,390,442), 
(208,660,692), (208,819,845),(210,280,350), (210,416,466), (210,504,546), (210,720,750), 
(213,284,355), (215,516,559),(215,912,937), (216,288,360), (216,405,459), (216,462,510), 
(216,630,666), (216,713,745),(216,960,984), (217,456,505), (217,744,775), (219,292,365), 
(220,231,319), (220,459,509),(220,528,572), (220,585,625), (222,296,370), (224,360,424), 
(224,420,476), (224,768,800),(224,882,910), (225,272,353), (225,300,375), (225,540,585), 
(225,924,951), (228,304,380),(228,325,397), (228,665,703), (228,704,740), (230,504,554), 
(230,552,598), (231,308,385),(231,392,455), (231,520,569), (231,792,825), (232,435,493), 
(232,825,857), (234,312,390),(234,480,534), (235,564,611), (237,316,395), (238,240,338), 
(238,816,850), (240,252,348),(240,275,365), (240,320,400), (240,364,436), (240,418,482), 
(240,450,510), (240,551,601),(240,576,624), (240,700,740), (240,782,818), (240,884,916), 
(240,945,975), (243,324,405),(245,588,637), (245,840,875), (246,328,410), (248,465,527), 
(248,945,977), (249,332,415),(250,600,650), (252,275,373), (252,336,420), (252,405,477), 
(252,539,595), (252,561,615),(252,735,777), (252,864,900), (255,340,425), (255,396,471), 
(255,612,663), (255,700,745),(256,480,544), (258,344,430), (259,660,709), (259,888,925), 
(260,273,377), (260,288,388),(260,624,676), (260,651,701), (260,825,865), (261,348,435), 
(261,380,461), (264,315,411),(264,352,440), (264,448,520), (264,495,561), (264,702,750), 
(264,770,814), (264,950,986),(265,636,689), (266,312,410), (266,912,950), (267,356,445), 
(270,360,450), (270,648,702),(270,704,754), (272,510,578), (272,546,610), (273,364,455), 
(273,560,623), (273,736,785),(273,936,975), (275,660,715), (276,368,460), (276,493,565), 
(276,805,851), (279,372,465),(279,440,521), (280,294,406), (280,342,442), (280,351,449), 
(280,450,530), (280,525,595),(280,672,728), (280,759,809), (280,960,1000), (282,376,470), 
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(285,380,475), (285,504,579),(285,684,741), (285,880,925), (287,816,865), (288,330,438), 
(288,384,480), (288,540,612),(288,616,680), (288,741,795), (288,840,888), (290,696,754), 
(290,816,866), (291,388,485),(294,392,490), (295,708,767), (296,555,629), (297,304,425), 
(297,396,495), (297,504,585),(300,315,435), (300,400,500), (300,455,545), (300,589,661), 
(300,720,780), (300,875,925),(301,900,949), (303,404,505), (304,570,646), (304,690,754), 
(305,732,793), (306,408,510),(306,840,894), (308,435,533), (308,495,583), (308,819,875), 
(309,412,515), (310,744,806),(310,936,986), (312,416,520), (312,459,555), (312,585,663), 
(312,640,712), (312,910,962),(315,420,525), (315,572,653), (315,624,699), (315,756,819), 
(318,424,530), (319,360,481),(320,336,464), (320,462,562), (320,600,680), (320,768,832), 
(321,428,535), (322,480,578),(324,432,540), (324,693,765), (324,945,999), (325,360,485), 
(325,780,845), (327,436,545),(328,615,697), (330,440,550), (330,560,650), (330,792,858), 
(333,444,555), (333,644,725),(335,804,871), (336,377,505), (336,385,511), (336,448,560), 
(336,527,625), (336,540,636),(336,630,714), (336,748,820), (336,850,914), (339,452,565), 
(340,357,493), (340,528,628),(340,816,884), (341,420,541), (342,456,570), (344,645,731), 
(345,460,575), (345,756,831),(345,828,897), (348,464,580), (348,805,877), (350,576,674), 
(350,840,910), (351,468,585),(351,720,801), (352,420,548), (352,660,748), (352,936,1000), 
(354,472,590), (355,852,923),(357,360,507), (357,476,595), (360,378,522), (360,480,600), 
(360,546,654), (360,598,698),(360,627,723), (360,675,765), (360,770,850), (360,864,936), 
(363,484,605), (363,616,715),(364,585,689), (364,627,725), (365,876,949), (366,488,610), 
(368,465,593), (368,690,782),(369,492,615), (369,800,881), (370,888,962), (372,496,620), 
(372,925,997), (375,500,625),(375,900,975), (376,705,799), (378,504,630), (378,680,778), 
(380,399,551), (380,672,772),(380,912,988), (381,508,635), (384,440,584), (384,512,640), 
(384,720,816), (385,552,673),(387,516,645), (387,884,965), (390,432,582), (390,520,650), 
(390,800,890), (392,630,742),(392,735,833), (393,524,655), (396,403,565), (396,528,660), 
(396,672,780), (396,847,935),(399,468,615), (399,532,665), (400,420,580), (400,561,689), 
(400,750,850), (402,536,670),(405,540,675), (406,792,890), (407,624,745), (408,506,650), 
(408,544,680), (408,765,867),(408,819,915), (411,548,685), (414,448,610), (414,552,690), 
(416,612,740), (416,780,884),(417,556,695), (420,441,609), (420,513,663), (420,560,700), 
(420,637,763), (420,675,795),(420,832,932), (420,851,949), (423,564,705), (424,795,901), 
(425,660,785), (426,568,710),(429,460,629), (429,572,715), (429,700,821), (429,728,845), 
(429,880,979), (432,495,657),(432,576,720), (432,665,793), (432,810,918), (435,580,725), 
(438,584,730), (440,462,638),(440,525,685), (440,825,935), (441,588,735), (444,592,740), 
(447,596,745), (448,720,848),(448,840,952), (450,544,706), (450,600,750), (451,780,901), 
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(453,604,755), (455,504,679),(455,528,697), (456,608,760), (456,650,794), (456,855,969), 
(459,612,765), (460,483,667),(462,616,770), (462,784,910), (464,777,905), (464,870,986), 
(465,620,775), (468,595,757),(468,624,780), (471,628,785), (473,864,985), (474,632,790), 
(475,840,965), (476,480,676),(476,765,901), (477,636,795), (480,504,696), (480,550,730), 
(480,640,800), (480,693,843),(480,728,872), (480,836,964), (481,600,769), (483,644,805), 
(483,720,867), (486,648,810),(489,652,815), (492,656,820), (495,660,825), (495,840,975), 
(498,664,830), (500,525,725),(501,668,835), (504,550,746), (504,672,840), (504,703,865), 
(504,810,954), (507,676,845),(510,680,850), (510,792,942), (513,684,855), (516,688,860), 
(519,692,865), (520,546,754),(520,576,776), (520,765,925), (522,696,870), (522,760,922), 
(525,700,875), (528,605,803),(528,630,822), (528,704,880), (531,708,885), (532,624,820), 
(533,756,925), (534,712,890),(537,716,895), (540,567,783), (540,629,829), (540,720,900), 
(540,819,981), (543,724,905),(546,728,910), (549,732,915), (552,736,920), (555,572,797), 
(555,740,925), (558,744,930),(560,588,812), (560,684,884), (560,702,898), (561,748,935), 
(564,752,940), (567,756,945),(570,760,950), (573,764,955), (576,660,876), (576,768,960), 
(579,772,965), (580,609,841),(580,741,941), (582,776,970), (585,648,873), (585,780,975), 
(588,784,980), (591,788,985),(594,608,850), (594,792,990), (595,600,845), (597,796,995), 
(600,630,870), (600,800,1000),(612,759,975), (615,728,953), (616,663,905), (616,735,959), 
(620,651,899), (621,672,915),(624,715,949), (638,720,962), (640,672,928), (650,720,970), 
(660,693,957), (680,714,986),(696,697,985). 
1 	 : 
2 : 
Os primeiros 100 números de fibonacci completamente fatorados 
1 = 1 
1 = 1 
3 : 2 = 2 Prime 
4 : 3 = 3 Prime 
5 : 5 = 5 Prime 03 
6 : 8 = 2^3 
7 : 13 = 13 Prime rY) 6 
8 : 21 = 3*7 --x- 
9 : 34 = 2*17 
10 : 55 =5*11 
11 : 89 --= 89 Prime 
12/ : 144 = 214*3^2 
13 : 233 = 233 Prime 
14 :377 13*29 
15: 610 = 2*5*61 
16: 987 = 3*7*47 
17: 1597 = 1597 Prime 
18: 2584 = 2^39799 
19 : 4181=37913 
_ 20 : 6765 = 3*5*11*41  
21 : 10946= 29.3*421 
 
22 : 17711 = 89*199 	
a- 	 n 
23 : 28657 = 28657 Prime 
24 : 46368 = 2^5*3^2*7*23 
25 :75025= 5^2*3001 
26: 121393 = 233*521 
27: 196418 = 2*17*53*109 
28 : 317811 = 393*29*281 
29: 514229 = 514229 Prime 
30: 832040 = 2^3*5*11*31*61 
31: 1346269 = 557*2417 
32 : 2178309 = 3*7*47*2207 
33 : 3524578 = 2*89*19801 
34 : 57g7.= 1597*3571 
35 : 9227465 = 5*13*141961 
36: 14930352 = 2^4*3^39799*107 
37 : 24157817 = 73949*2221 
38 : 39088169 = 37913*9349 
39 : 63245986 2*233*135721 
40: 102334155 = 3*5*791*41*2161 
41: 165580141 = 59369*2789 
42 : 267914296 = 2^ 3*13*29*21I*421 
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43 :433494437=433494437 Prime 
44: 701408733 =3*43*89*199*307 
45 : 1134903170 = 2*5*17*61*109441 
46: 1836311903 =139*461*28657 
47:2971215073=2971215073 Prime 
48 : 4807526976 = 216*3^2*7*23*47*1103 
49 : 7778742049 = 13*97*6168709 
50: 12586269025 = 5^211901*151*3001 
51: 20365011074 = 2*1597*6376021 
52 : 32951280099 =3*233*521*90481 
53 : 53316291173 =953*55945741 
54 : 86267571272 = 2^3*17*19*53*109*5779 
55: 139583862445 = 5*89*661*474541 
56 : 225851433717 =3*7^2*13*29*281*14503 
57 : 365435296162 =2*37*113*797*54833 
58 : 591286729879 = 59*514229*19489 
59 : 956722026041 =353*2710260697 
60: 1548008755920 = 2^4*3^2*5*11*31*41*61*2521 
61: 2504730781961= 555003497*4513 
62: 4052739537881 =557*3010349*2417 
63 : 6557470319842 =2*13*17*421*35239681 
64: 10610209857723 =3*7*47*1087*2207*4481 
65 : 17167680177565 =5*233*14736206161 
66 : 27777890035288 = 2^3*89*199*19801*9901 
67 : 44945570212853 =269*1429913*116849 
68: 72723460248141 =3*67*1597*63443*3571 
69: 117669030460994 =2*137*829*18077*28657 
70: 190392490709135 = 5*11*13*29*71*911*141961 
71 :308061521170129 =46165371073*6673 
72 : 498454011879264 = 2^5*3^3*7*17*19*23*107*103681 
73 : 806515533049393 =86020717*9375829 

















79:  14472334024676221 = 157*92180471494753 
80 :23416728348467685 
 = 3*5*7*11*41*47*1601*3041*2161 
81 : 37889062373143906 = 297*53*109*4373*19441*2269 
82 : 61305790721611591 = 370248451*59369*2789 
83 : 99194853094755497 = 99194853094755497 Prime 
84: 160500643816367088 = 2^4*3^2*13*29*83*211*281*421*1427 
85 :259695496911122585 = 5*1597*3415914041*9521 
86 : 420196140727489673 = 433494437*6709*144481 
87 : 679891637638612258 = 2*1 73*3821263937*514229 
88: 1100087778366101931 = 3*7*43*89*199*263*307*881*967 
89: 1779979416004714189 1069*1665088321800481 
90 :2880067194370816120 = 2^3*5*11*17*19*31*61*181*541*109441 
91: 4660046610375530309 = 13^2*233*159607993*741469 
92 : 7540113804746346429 = 3*139*461*275449*28657*4969 
93 : 12200160415121876738 = 2*557*4531100550901*2417 
94: 19740274219868223167 = 6643838879*2971215073 
95 : 31940434634990099905 = 5*37*113*761*6773500*29641 
96 : 51680708854858323072 = 2^7*3^2*7*23*47*7691103*3167*2207 
97: 83621143489848422977 = 193*389*3084989*361040209 
98: 135301852344706746049 = 13*29*97*599786069*6168709 
99 : 218922995834555169026 = 297*89997*1854680513399801 
100: 354224848179261915075 = 3*5"2*11*41*101*151*401*570601*3001 
Listagem com mais duzentos números de Fibonacci  (não fatorados) 
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262 : 2542592393026885507715496646813780220945054040571721231 
263 : 4114000911454431885883343305337966369078499341559272017 





268 : 45624969256769882625644229676772632057353264935332782291 
269 : 73822750993122698578207436143903804565580923764844306069 
270: 119447720249892581203851665820676436622934188700177088360 
271: 193270471243015279782059101964580241188515112465021394429 
272 : 312718191492907860985910767785256677811449301165198482789 
273 ; 505988662735923140767969869749836918999964413630219877218 
274: 818706854228831001753880637535093596811413714795418360007 
275: 1324695516964754142521850507284930515811378128425638237225  
276: 2143402371193585144275731144820024112622791843221056597232  
277 : 3468097888158339286797581652104954628434169971646694834457 
278: 5611500259351924431073312796924978741056961814867751431689 
279 : 9079598147510263717870894449029933369491131786514446266146 
280: 14691098406862188148944207245954912110548093601382197697835 
281 : 23770696554372451866815101694984845480039225387896643963981 
282 : 38461794961234640015759308940939757590587318989278841661816 




287 : 426547842461739379460149980002442288124894678853713953114433 
288 : 690168906931029935139391829792095612517948949963798093315456 
289: 1116716749392769314599541809794537900642843628817512046429889 
290: 1806885656323799249738933639586633513160792578781310139745345 
291 : 2923602405716568564338475449381171413803636207598822186175234 
292 : 4730488062040367814077409088967804926964428786380132325920579 
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